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Введение 

В главе II, [2] сформулированы утверждения, с помощью которых ре-

шают сложные уравнения, неравенства и системы. В §1 мы приводим наибо-

лее оригинальные утверждения, с помощью которых решаются нестандарт-

ные задачи повышенного и высокого  уровня сложности. Решенные нами 

примеры взяты из заданий для самостоятельного решения учебника. 

 В ведении к главе 2 учебника  [1] подчеркивается, что «при любом до-

статочно глубоком математическом исследовании приходится сталкиваться 

со сравнительно простыми теоретико-числовыми фактами. Отдельные поло-

жения теории чисел находят применение в теории телефонных сетей,  в 

криптографии (тайнопись, кодирование), в теории приближенных вычисле-

ний , в физике и биологии». 

Да и в задании 19 высокого уровня сложности профильного уровня и 

задании 20 базового уровня зачастую невозможно обойтись без признаков 

делимости. 

  Поэтому задачам на неделимость чисел нужно обратить особое вни-

мание. В наших рекомендациях мы будем придерживаться терминологии [1] 

и решать, в основном, задачи повышенного и высокого уровня сложности из 

заданий для самостоятельного решения из этого учебника . 
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§ 1 Нестандартные задачи в учебнике  С.М.Никольского и др.  

«Алгебра и нач.мат.анализа , 11 кл., М., Просвещение 2017 г.» 

В § 9.4  доказывается
 

Теорема 1.  Пусть область существования функции 𝑓(𝑢)  есть промежу-

ток М и пусть эта функция строго монотонна (т.е. возрастает или убывает) на 

этом промежутке.  Тогда уравнение 𝑓(𝛼(𝑥)) = 𝑓(𝛽(𝑥))   равносильно систе-

ме 

{
𝛼(𝑥) = 𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥) ∈ 𝑀
  или системе  {

𝛼(𝑥) = 𝛽(𝑥)

𝛽(𝑥) ∈ 𝑀
 

Пользуясь этой теоремой,  решим несколько заданий для самостоя-

тельного решения из этого учебника. 

            1. Решить уравнение: 

𝑙𝑜𝑔0,2 sin 𝑥 − 5𝑠𝑖𝑛 𝑥 − √sin 𝑥
4

=𝑙𝑜𝑔0,2 (−cos 𝑥) − 5−𝑐𝑜𝑠 𝑥  − √−cos 𝑥
4

 

Решение. ОДЗ функции   𝑓(𝑢) = 𝑙𝑜𝑔0,2𝑢 − 5𝑢 ˗ √𝑢
4

   является интервал 

(0;+∞). Т.к.  функция убывает на этом интервале, то данное уравнение равно-

сильно системе  

{
𝑠𝑖𝑛 𝑥 = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥 > 0
⇔ {

𝑡𝑔 𝑥 = −1
𝑠𝑖𝑛 𝑥 > 0

⇔ {
𝑥 = −

п

4
+ пк

𝑠𝑖𝑛 𝑥 > 0
⇔  x=

3𝜋

4
+ 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 

           Ответ: x=
3𝜋

4
+ 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍. 

2.Решить уравнение:  

√𝑥2 − 𝑥 − 3
4

+ √𝑥2 − 𝑥 + 5 = √2𝑥 + 1
4

 + √2𝑥 + 9 

          Решение. ОДЗ функции  𝑓(𝑢) = √𝑢
4

+ √𝑢 + 8    является промежуток  

[0;+∞) , на котором эта функция возрастает. Тогда данное уравнение равно-

сильно системе: 
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 {𝑥2 − 𝑥 − 3 = 2𝑥 + 1
2𝑥 + 1 ≥ 0

    ⇔   {
[

𝑥 = 4
𝑥 = −1

2𝑥 + 1 ≥ 0
⇔ 

Ответ: 4. 

3.Решить  уравнение:  √𝑡𝑔𝑥4  +√𝑡𝑔𝑥 + 1  = √2 − 𝑐𝑡𝑔𝑥4
 +√3 − 𝑐𝑡𝑔𝑥 

          Решение:  Функция     𝑓(𝑢)= √𝑢
4

+√𝑢 + 1   возрастает на (0;+∞). Тогда 

данное уравнение равносильно системе: {
𝑡𝑔𝑥 = 2 − 𝑐𝑡𝑔𝑥 

  𝑡𝑔𝑥 > 0                
⇔           

⇔{
𝑡𝑔𝑥 = 2 −

1

𝑡𝑔𝑥
 

  𝑡𝑔𝑥 > 0                
⇔  {

𝑡𝑔2𝑥 − 2𝑡𝑔𝑥 + 1 = 0
𝑡𝑔𝑥 > 0                         

     ⇔  {
𝑡𝑔𝑥 = 1
𝑡𝑔𝑥 > 0

   ⇔ 

⇔{
𝑥 =

𝜋

4
+ 𝜋𝑘

𝑡𝑔𝑥 > 0     
 ⇔ 𝑥 =

𝜋

4
+ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍. 

 Ответ:   
𝜋

4
+ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍.             

           4.Решить уравнение: 

√𝑥2 + 4+√𝑥2 + 5
4

+√𝑥2 + 6
6

=√4𝑥 +√4𝑥 + 1
4

+√4𝑥 + 2
6

 

Решение: Функция  f(u)= √𝑢  + √𝑢 + 1
4

+ √𝑢 + 2
6

   возрастает на 

u∈ [0; +∞). Поэтому на  этом промежутке данное уравнение  равносильно си-

стеме: {𝑥2 + 4 = 4𝑥
𝑥 ≥ 0

 ⇔x =2. 

Ответ: 2 

          5.Решить уравнение:  

𝜋𝑥2+1000+√𝑥2 + 1000
9

= 𝜋2002𝑥−1001+√2002𝑥 − 1001
9

 

Решение: Функция  f(u)=𝜋𝑢+√𝑢
9

 возрастает на R. Поэтому данное 

уравнение равносильно уравнению: 𝑥2 + 1000 = 2002𝑥 − 1001 ⇔ 
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⇔ 𝑥2 − 2002𝑥 + 2001 = 0 ⇔ [
𝑥 = 1,

𝑥 = 2001.
 

Ответ: {1;2001}. 

          6. Решить уравнение:   (
1

3
)sin 𝑥-(sin 𝑥)2001=(

1

3
)𝑠𝑖𝑛2 𝑥-  (sin 𝑥)4002 

 Решение:   Функция f(u)= (
1

3
)

u  
-u 

2001 
   убывает на R.   Поэтому наше 

уравнение равносильно следующему:                                                             

sin 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2 𝑥  ⇔ sin 𝑥(sin 𝑥 − 1) = = 0 ⇔ [sin 𝑥=0,
sin 𝑥=1

⇔[
𝑥=𝜋𝑛,𝑛∈𝑍

𝑥=
𝜋

2
+2𝜋𝑘,𝑘∈𝑍.

 

Ответ: {𝜋𝑛; 
𝜋

2
+ 2𝜋𝑘/𝑛, 𝑘 ∈ 𝑍} 

Задания для самостоятельного решения 

Решить уравнения: 

1. log0,5 𝑡𝑔 𝑥 + (
𝟏

𝟑
)

𝑡𝑔 𝑥
− √𝑡𝑔 𝑥7  = log0,5 𝑐𝑡𝑔 𝑥 + (

𝟏

𝟑
)

𝑐𝑡𝑔 𝑥
− √𝑐𝑡𝑔 𝑥7   

(
𝜋

4
+ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑧)  

2. √𝑥2 − 5 +√𝑥2 − 3
4

 =√𝑥 + 1  +√𝑥 + 3
4

                                                  (3) 

3. √sin 𝑥 − 0,1  + √sin 𝑥 + 0,94
 = √cos 𝑥 + 0,9 +√cos 𝑥 + 1,94

 

(
𝜋

2
+ 2𝜋𝑘, 𝑘𝜖𝑧)   

4. √𝑥 + 1 +√2𝑥 + 3
4

 + √3𝑥 + 7
6

 =√2𝑥 +√4𝑥 + 1
4

 + √6𝑥 + 4 
6

                (1) 

 

5. 𝑒𝑥2 − 4𝑥 + 5 + √𝑥23
− 4𝑥 + 5 = 𝑒2𝑥2−3𝑥+7

+ √2𝑥23
− 3𝑥 + 7           (∅) 

6.  (
𝟏

𝟐
)

𝑠𝑖𝑛 𝑥
− √sin 𝑥

5
=  (

𝟏

𝟐
)

𝑐𝑜𝑠 𝑥
− √cos 𝑥

5
                               (

𝜋

4
+ 𝜋𝑘, 𝑘𝜖𝑧)    

В параграфе 9.7  приведена  
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 Теорема 2. Если функция f(u) возрастет в промежутке М области свое-

го существования,  то неравенство 𝑓(𝛼(𝑥)) > 𝑓(𝛽(𝑥))  равносильно системе:         

{

𝛼(𝑥) > 𝛽(𝑥)
𝑎(𝑥)𝜖𝑀

𝛽(𝑥)𝜖𝑀.
  

Если же f(u)  убывает на М, то неравенство 𝑓(𝛼(𝑥)) > 𝑓(𝛽(𝑥))  равно-

сильно  системе: 

{

𝛼(𝑥) < 𝛽(𝑥)
𝛼(𝑥)𝜖𝑀
𝛽(𝑥)𝜖𝑀

  

С помощью этой теоремы решим несколько заданий для самостоятель-

ного решения из этого параграфа. 

    Решить неравенство: 

√log2(𝑥 − 3) + 10log2(𝑥−3) < √log2(𝑥2 − 3𝑥) + 10log2(𝑥2−3𝑥).  

      Решение: Функция 𝑓(𝑢) = √𝑢 + 10𝑢  возрастает на промежутке 

[0:∞) своего определения. 

Тогда исходное неравенство равносильно системе: 

{
log2(𝑥 − 3) < log2(𝑥2 − 3𝑥)

log2(𝑥 − 3) ≥ 0
⇔

{𝑥 − 3 < 𝑥2 − 3𝑥
𝑥 − 3 ≥ 1

⇔ {
(𝑥 − 3)(𝑥 − 1) > 0

𝑥 ≥ 4.
  ⇔  𝑥 ≥ 4. 

Ответ: [4; +∞). 

В § 10.2 при решении задач авторы используют известные утверждени-

ем: 

 Теорема 3. Если функции  𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥)) неотрицательны на множестве 

М,  то на этом множестве уравнения: 
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𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) и  𝑓2𝑚(𝑥) = 𝑔2𝑚(𝑥),     m ϵ N     равносильны. 

Разберем примеры.   

Решить уравнение : 1 + cos 𝑥=|sin𝑥|. 

Решение. Так как при 1 + cos 𝑥 ≥ 0 и |sin𝑥|≥ 0, то можно возвести обе 

части данного уравнения в квадрат :  (1 + cos 𝑥)2 = sin2 𝑥 ⇔ 

⇔ 1 + 2 cos 𝑥 + cos2 𝑥 = sin2 𝑥 ⇔ cos 𝑥(cos 𝑥 + 1) = 0 ⇔ [ cos 𝑥=0
cos 𝑥=−1

  

 ⇔ [
𝑥 =

𝜋

2
+ 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍

𝑥 = 𝜋 + 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍
  

Ответ: {
𝜋

2
+ 𝜋𝑛; 𝜋 + 2𝜋𝑘/𝑛, 𝑘 ∈ 𝑍} 

2.Решить  уравнение:  √𝑥 + 2
3

= √−𝑥 

Решение.  При 𝑥 ∈ [-2;0] обе  части данного уравнения неотрицательны.  

Поэтому данное уравнение на промежутке [-2;0]  равносильно  уравне-

нию : (√𝑥 + 2
3

)6  
=(√−𝑥)6     

 ⇔   (x+2)
2 

= (-x)
3  ⇔ x

3  
+ x

2  
+4x+4=0 ⇔ 𝑥2(𝑥 +

 +1) + 4(𝑥 + 1) = 0 ⇔ 𝑥 + 1 = 0 ⇔ 𝑥 = −1. 

Ответ: −1. 

 3. Решить уравнение:  √5 − 2𝑥
3   

= √3 − 𝑥.  

Решение. На множестве {
5 − 2𝑥 ≥ 0
3 − 𝑥 ≥ 0

 ⇔{
2𝑥 ≤ 5
𝑥 ≤ 3

⇔ x ≤ 2,5 

обе части уравнения неотрицательны, поэтому при 𝑥 ∈ (−∞ ; 2,5 ]≡ M 

уравнение равносильно следующему :  

(√5 − 2𝑥
3

)
6  

=(√3 − 𝑥)6 ⇔(5-2x)
2
=(3-x)

3⇔25-20x+4x
2
=27-27x+9x

2
˗x

3⇔ 

⇔x
3 
˗5x

2
+7x-2=0. 
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Если последнее уравнение имеет целые корни, то они находятся среди 

делителей свободного члена. Подбором находим, что x=2 (2∈М!) является 

корнем уравнения. Разделив  x
3
-5x

2
+7x-2  столбиком на  x-2, получим: 

𝑥3 − 5𝑥2 + 7𝑥 − 2 = (𝑥 − 2)(𝑥2 − 3𝑥 + 1) .  

Уравнение𝑥2 − 3𝑥 + 1=0 имеет корни x2= 
3+√5

2
  ∉M и x3= 

3−√5

2
   ∈M 

Ответ:  {2; 
3−√5

2
} .   

Задания для самостоятельного решения .  

Решить  уравнения :  

1. √1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = |𝑠𝑖𝑛 𝑥|                            ({
𝜋

2
+ 𝜋𝑛; 2𝜋𝑘|𝑛, 𝑘Є𝑍}) 

2. √𝑥
3

 = √𝑥 − 4                                                                       ({4}) 

3. √𝑥
3

 = √2 − 𝑥                                                                      ({1}) 

4. √𝑥 + 3 
3

 = √𝑥 − 1                                                              ({5}) 

5. √3 − 2𝑥 
3

 = √2 − 𝑥                                                  ({1; 
1−√5

2
}) 

6. √𝑥 + 1 
3

 =  √𝑥 − 3                                                             ({7}) 

7. √2𝑥 + 3 
3

 = √𝑥 + 2                                             ({−1; 
−1+√5

2
}) 

 

В § 10.3, приведена известная  

Теорема 4. Если функция φ(x)  определена и отлична  от нуля в 

каждой точке множества M, то на М имеет место равносильность урав-

нений: 

f(x) =  g(x) ⇔ f(x) φ (x)  = g(x) φ (x)   

Другими словами, обе части уравнения можно умножить на от-

личное от нуля выражение.  

Рассмотрим примеры.  
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1. Решить уравнение:   
|𝑥−2|−𝑥

|2𝑥−1|+|𝑥|
 = 

|2𝑥−1|−|𝑥|

|𝑥−2|+|𝑥|
. 

Решение: Т.к функция φ (x)  =(|2𝑥 − 1| + |𝑥|)(|𝑥 + 2| + |𝑥|) нигде в R 

не обращается в нуль, то умножая обе части данного уравнения на φ (x) , по-

лучим равносильное уравнение : 

 (x-2)
2
-x

2
=(2x-1)

2
-x

2⇔3x
2
-3=0 ⇔ [

𝑥 = −1
𝑥 = 1.

 

Ответ. {−1; 1}  

Решить уравнение:      
2𝑐𝑜𝑠𝑥

√𝜋2−4𝑥2
 = 

√2

√𝜋2−4𝑥2
 

Решения. Функция f(x)=√𝜋2 − 4𝑥2 не равна нулю при  x ≠ ±
𝝅

𝟐
  и опре-

делена при  𝜋2
-4x

2≥ 0 ⇔ |𝑥| ≤
𝝅

𝟐 
 ⇔ −

𝝅

𝟐 
 ≤ 𝑥 ≤

𝝅

𝟐
. 

Поэтому данное уравнение равносильно системе: 

{
2𝑐𝑜𝑠𝑥 = √2

−
𝜋

2
< 𝑥 <

𝜋

2

  ⇔ {
𝑥 = ±

𝜋

4
+ 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 

−
𝜋

2
< 𝑥 <

𝜋

2

 ⇔ 𝑥 ∈ {−
𝜋

4
;

𝜋

4
} 

Ответ. {−
𝜋

4
;

𝜋

4
}. 

Задания для самостоятельного решения. 

Решить  уравнения: 

1. 
√3𝑥+5−

√𝑥2+1+

√𝑥

√𝑥
 = 

√𝑥2+1

√3𝑥+5

−√𝑥

+√𝑥
                                                                        ({4}) 

2.  
2 sin 𝑥

√−𝑥2+4𝑥−3
 = 

1

√−𝑥2+4𝑥−3
                                                                   ({

5𝜋

6
})      

3. 
2 sin 𝑥

√3−2𝑥−2𝑥
 = 

√2

√3−2𝑥−𝑥2
                                                                         ({

𝜋

4
}) 

4.       
2 cos 𝑥

√𝜋2−𝑥2
 = 

−1

√𝜋2−𝑥2
                                                                     ({

−2𝜋

3
;

2𝜋

3
})               
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В параграфе 12 приведено  

Утверждение. Уравнение: |𝑓(𝑥)|  + |𝑔(𝑥)|  = 𝑓(𝑥)  + 𝑔(𝑥) равносильно 

системе {
𝑓(𝑥) ≥ 0

𝑔(𝑥) ≥ 0
 

C помощью этого утверждения легко решаются некоторые уравнения. 

1. Решить уравнение 

|sin 𝑥 −
1

2
|+|cos 𝑥 −

√3

2
| = sin 𝑥 + cos 𝑥 −

1+√3

2
. 

Решение:  Данное уравнение равносильно системе: 

{
sin 𝑥 −

1

2
≥ 0

cos 𝑥 −
√3

2
≥ 0

⇔ {
sin 𝑥 ≥

1

2

cos 𝑥 ≥
√3

2

 ⇔  x= 
𝜋

6
 +2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑧 

Ответ:      {
𝜋

6
 + 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍}. 

2. Решить  уравнение: 

 |log3 𝑥 − 2|+ |𝑥2 − 11𝑥 + 18| = log3 𝑥 − 𝑥2 + 11𝑥 − 20. 

Решение:  В силу приведенного утверждения данное уравнение равно-

сильно системе (здесь 𝑓(𝑥) = log3 𝑥 − 2, 𝑔(𝑥) = − 𝑥2 + 11𝑥 − 18): 

{
log3 𝑥 − 2 ≥ 0

−𝑥2 + 11𝑥 − 18 ≥ 0
⇔ {

𝑥 ≥ 9
(𝑥 − 2)(𝑥 − 9) ≤ 0

⇔ {
𝑥 ≥ 9

2 ≤ 𝑥 ≤ 9
⇔ 𝑥 = 9. 

Ответ:  9. 

Задания для самостоятельного решения.  

Решить уравнения: 

1. |sin 𝑥 −
1

2
|+ |sin 𝑥 −

√3

2
| = 

√3−1

2
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([
𝜋

6
+ 2𝜋𝑘;

𝜋

3
+ 2𝜋𝑛] ∪ [

2𝜋

3
+ 2𝜋𝑘;

5𝜋

6
+ 2𝜋𝑛], 𝑛 𝜖 𝑍 )) 

2. |2𝑥 − 4| + |4 − √𝑥| = 2𝑥 = √𝑥                                                  ([2; 16]) 

Параграф 13. 3  посвящен использованию ограниченности функций. В 

частности, приводится  

Теорема 5. Пусть М ˗ пересечение ОДЗ функций f(x) и g(x) и для 

∀ 𝑥𝜖M  справедливы неравенства f(x)≥ 𝐴 и g(x)≤ 𝐴 (𝐴 – некоторое число.) То-

гда: 

а) Уравнение f(x)=g(x) равносильно системе  {
𝑓(𝑥) = 𝐴

𝑔(𝑥) = 𝐴
   (٭)                  

б) Неравенство 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) равносильно системе  (٭).   

В этом же параграфе приводится известное числовое неравенство 

𝑎 +
1

𝑎
≥  (٭٭)                                                                                          .2

Приведём решение примеров. 

           1. Решите уравнение:  𝑡𝑔2𝑥 + 𝑐𝑡𝑔2𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛2√
5𝜋2

16
− 𝑥2. 

 Решение. В силу (٭٭) в ОДЗ М уравнения выполняется неравенство:  

𝑡𝑔2𝑥 + 𝑐𝑡𝑔2𝑥 ≥ 2. Очевидно, что в ОДЗ  М данного уравнения выполняется 

неравенство: 2𝑠𝑖𝑛2√
5𝜋2

16
− 𝑥2 ≤ 2. 

Тогда в силу теоремы 5 данное уравнение в М равносильно системе: 

{

𝑡𝑔2𝑥 + 𝑐𝑡𝑔2𝑥 = 2 

𝑠𝑖𝑛2 √
5𝜋2

16
− 𝑥2 = 1

                                                                          (1) 
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Решением второго уравнения системы являются те значения х, для 

которых 

    {

𝟓𝝅𝟐

𝟏𝟔
− 𝒙𝟐 ≥ 𝟎,

√
𝟓𝝅𝟐

𝟏𝟔
− 𝒙𝟐 =

𝝅

𝟐
 
 ⇔  [

𝑥 = −
𝜋

4
,

𝑥 =
𝜋

4
.

  

Полученные значения x удовлетворяют первому уравнению системы 

(1). 

Ответ:  {−
𝜋

4
;

𝜋

4
}. 

2. Решить неравенство: √𝑥2 + 𝑥 + 𝑥 +
1

√𝑥2+𝑥+𝑥
≤ 2 − 𝑙𝑛2(𝑥2 + 𝑥 + 1) . 

Решение: ОДЗ данного уравнения: xR , т.к. 𝑥2 + 𝑥 + 1 > 0 для xR . В си-

лу теоремы 5 данное неравенство в R равносильно системе                

                    {
√𝑥2 + 𝑥 + 𝑥 +

1

√𝑥2+𝑥+𝑥
= 2

2 − 𝑙𝑛2(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 2
                                                              (2) 

Решим второе уравнение системы: 

 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑥 + 𝑥) = 0 ⇔ 𝑥2 + 𝑥 + 𝑥 = 1 ⇔ [
𝑥 = 0,

𝑥 = −1.
 

Полученные значения x удовлетворяют первому уравнению системы (2).  

Ответ: {−1; 0} 

3. Решить неравенство:
√𝑠𝑖𝑛𝑥+2+√𝑐𝑜𝑠𝑥+2

2
≤ √𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 4

4
 

Решение:  Перепишем данное неравенство в виде: 

 √𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2 + √𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2 ≤ 2√(𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2)(𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2)
4

 .  

Так как 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2 ≥ 1и 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2 ≥ 1 , то обе части неравенства можно возве-

сти в квадрат: 

 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2 − 2√(𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2)(𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2) + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2 ≤ 0 ⇔ (√𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2 −

 −√𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2)2 ≤ 0 ⇔ 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 =
𝜋

4
+ 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 . 

Ответ: {
𝜋

4
+ 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍}. 
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4.  Решить неравенство:  |𝑠𝑖𝑛𝑥| +
1

|𝑠𝑖𝑛𝑥|
≤ 2 − 𝑥2 − 𝜋𝑥 −

𝜋2

4
 . 

Решение: Перепишем данное неравенство в равносильном виде: 

 |𝑠𝑖𝑛𝑥| +
1

|𝑠𝑖𝑛𝑥|
≤ 2 − (𝑥 +

𝜋

4
)2 . Так как |𝑠𝑖𝑛𝑥| +

1

|𝑠𝑖𝑛𝑥|
≥ 2 в ОДЗ уравнения в 

силу    (**),   а    2 − (𝑥 +
𝜋

2
)2 ≤ 2,  то  по теореме 5  данное  неравенство рав-

носильно системе   {
|𝑠𝑖𝑛𝑥| +

1

|𝑠𝑖𝑛𝑥|
= 2

2 − (𝑥 +
𝜋

4
)2 = 2

.    Решение второго уравнения систе-

мы  ˗    𝑥 = −
𝜋

2
 . Это решение удовлетворяет и первому уравнению системы. 

Ответ: {−
𝜋

2
} . 

Задания для самостоятельного решения: 

1. Решить уравнение:    
𝑐𝑜𝑠22𝑥

𝑠𝑖𝑛8𝑥
+

𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠22𝑥
= 2𝑐𝑜𝑠2√

𝜋2

4
− 𝑥2            ( {−

𝜋

2
;

𝜋

2
}) 

2. Решить неравенства: 

а) √𝑥2 − 3,5𝑥 + 3,5 +
1

√𝑥2−3,5𝑥+3,5
≤ 2 − 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑥                                 ( {1} ) 

б) 
√𝑠𝑖𝑛𝑥+2+√𝑐𝑜𝑠𝑥+3

2
≤ √𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 3𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 6

4
   

                                                                              ( {
𝜋

2
+ 2𝜋𝑘; 𝜋 + 2𝜋𝑘/𝑘 ∈ 𝑍}) 

в) |𝑐𝑜𝑠𝑥| +
1

|𝑐𝑜𝑠𝑥|
≤ 2 − 𝑥2 + 2𝜋𝑥 − 𝜋2                                                           ({𝜋}) 

г) |𝑡𝑔𝑥| +
1

|𝑡𝑔𝑥|
≤ 2 − 𝑥2 +

𝜋𝑥

2
−

𝜋2

16
                                                         ({

𝜋

4
} ) 

д) |𝑐𝑡𝑔𝑥| +
1

|𝑐𝑡𝑔𝑥|
≤ 2 − 𝑥2 −

𝜋𝑥

2
−

𝜋2

16
                                                 ( {−

𝜋

4
} ) 
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§2. Задачи на делимость чисел в учебнике  Ю.М.Колягина и др.   

    «Алгебра и нач.мат.анализа, 10 кл., М., Просвещение 2017 г.» 

 

Приведем сначала признаки делимости чисел: 

1. Натуральное число делится на 10 тогда и только тогда, когда его по-

следняя цифра 0. 

2. Натуральное число делится на 5 тогда и только тогда, когда его по-

следняя цифра 0 или 5. 

3. Натуральное число n > 9  делится на 4 тогда и только тогда, когда дву-

значное число, полученное из данного отбрасыванием всех цифр, кро-

ме  двух последних, делится на 4. 

4. Натуральное число n > 99  делится на 8 тогда и только тогда, когда 

трёхзначное число, полученное из данного отбрасыванием всех цифр, 

кроме  трёх последних, делится на 8. 

5. Натуральное число n  3 делится на 3 (на 9) тогда и только тогда, когда 

сумма его цифр делится на 3 (на 9). 

6. Натуральное число 𝑎 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−1 … 𝑎1𝑎0 = 𝑎0 + 10𝑎1 + 102𝑎2 + ⋯ +

10𝑛𝑎𝑛 делится на 11 тогда и только тогда, когда делится на 11 сумма 

𝑎0 − 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 + ⋯ + (−1)𝑛𝑎𝑛 . 

Здесь же напомним и некоторые  свойства делимости чисел. 

1) Если число a делится на каждое из чисел m, n, причем m и n – взаимно 

простые числа (то есть их НОД равен 1), то a делится на их произведе-

ние. 

2) Если число a делится на b, то а делится на любой из делителей числа b. 

3) Если каждое из чисел а1, а2, …,аn делится на b, то их сумма также      

делится на b.   

4) Если хотя бы одно из чисел а1, а2, …,аn делится на b, то их произведе-

ние  делится на b.   

5) Если a делится на m, то 𝑎𝑘 делится на 𝑚𝑘. 
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Перейдем к решению примеров. 

1. Найдите шестизначное число, кратное 24, составленное из цифр 1 и 6. 

Решение.  Так как числа 3, 4 и 8 являются делителями 24, то они также 

являются делителями искомого числа n.  Т.к. число n кратно 4, то  его по-

следние две цифры 16.    Т.к. число n кратно 8, то  его последние три  

цифры 616. .Т.к число n кратно 3, то сумма его цифр кратна 3. Сумма по-

следних трёх цифр равна 6+1+6=13, откуда сумма первых трёх цифр рав-

на одному из чисел 5, 8, 11, 14, 17, 20, …Единственным числом из этой 

последовательности, которое является суммой трёх возможных цифр, яв-

ляется 8=1+1+6.        Всевозможные варианты искомых чисел: 116616, 

161616 и 611616.  

2. Доказать, что число 1620 + 276 делится на 17. 

Решение: 1620 + 276 = (24)20 + 276 = 280 + 276 = 276(24 + 1) = 276 ∙ 17, 

что и требовалось доказать. 

3. Делится ли число 20014 − 13224 на 679? 

Решение: 20014 − 13224 = (2001 − 1322) ∙ (2001 + 1322) ∙ (20012 +

+13222) = 679 ∙ 3323 ∙ (20012 + 13222). 

Ответ: делится. 

4. Натуральные числа 5𝑛 + 1 и  7𝑛 + 2   делятся на натуральное число 

m>1. Найти m. 

Решение. Так как числа 5𝑛 + 1 и  7𝑛 + 2    делятся на m, то и число   

5(7𝑛 + 2) − 7(5𝑛 + 1) = 3 должно делиться на m. Но единственное нату-

ральное число большее 1, на которое делится 3, равно 3. 

Ответ: 3. 

5. Пусть x и y такие натуральные числа, что число 7x+9y делится на 11. 

Доказать, что число 57x+78y  делится на 11. 

Решение: 57x+78y=5(7x+9y)+11(2x+3y).  Т.к. оба слагаемых делятся на 

11, то их сумма тоже делится на 11. 

6. Доказать, что число (𝑚 + 5𝑛 + 7)6 ∙ (3𝑚 + 7𝑛 + 2)7 делится на 64 при 

любых натуральных m и n. 
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Решение. Если m и n оба четные или оба нечетные, то число 3m+7n+2 – 

четное, то есть 3m+7n+2 =2k и (3𝑚 + 7𝑛 + 2)7 = 128𝑘7  делится на 64. 

Если одно из чисел m, n – четное, а другое – нечетное, то (3𝑚 + 7𝑛 +

2)6 = (2𝑝)6 = 64𝑝6,   𝑝 ∈ 𝑁 делится на 64. 

7. Доказать, что число 163 + 314 − 2 делится на 15. 

Решение. 163 + 314 − 2 = (163 − 1) + (314 − 1) = 15(162 + 16 + 1) +

(31 − 1)(31 + 1)(312 + 12). Каждое из двух слагаемых делится на 15, по-

этому их сумма делится на 15. 

8. Найти остаток от деления числа 3946 на 5. 

Решение: 392 = 1520 + 1 . Остаток от деления 392  на 5 равен 1.                     

394 = (1520 + 1)2 = 15202 + 2 ∙ 1520 + +1 = 5𝑡 + 1,     𝑡𝜖𝑁 . Продолжая 

этот процесс дальше, получим, что 3946 = (392)22 ∙ 392 = 5𝑘 + 1,   𝑘𝜖𝑁 . 

Ответ: 1. 

9. Доказать, что число 969 − 325 − 486 делится на 10. 

Решение: Число 962  оканчивается цифрой 6. Значит, число 

963, 964, … , 969 оканчиваются цифрой 6. Число 322 оканчивается цифрой 

4, 323 - цифрой 8, 324 - цифрой 6, 325 - цифрой 2. Число 482 оканчивается 

цифрой 4, 483 - цифрой 8, 484 - цифрой 6, 485 - цифрой 8, 486 - цифрой 4. 

Следовательно, число 969 − 325 − 486 оканчивается цифрой 6-2-4=0, т.е. 

делится на 10. 

10. Найти остаток от деления на 10 числа 22002 + 32002. 

Решение: Числа 2𝑘 и 3𝑘  повторятся через 4. Это значит, что если            

𝑘 = 4𝑛 + 𝑟 , то последние цифры чисел 2𝑘  и 3𝑘  такие же, как у чисел 

2𝑟  и 3𝑟 . Для нашего случая r =2. Поэтому последняя цифра суммы 

22002 + 32002 найдется из суммы 22 + 32 = 4 + 9, т. е. эта цифра −  3. 

Ответ: 3. 

11.  Пусть натуральное число n не делится на 3. Доказать, что число 𝑛2 − 1 

делится на 3.  
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Решение: Если 𝑛 ∈ 𝑁 не делится на 3, то 𝑛 = 3𝑘 + 1 или 𝑛 = 3𝑘 + 2 . В 

первом случае 𝑛2 − 1 = (𝑛 − 1)(𝑛 + 1) = 3𝑘(3𝑘 + 2), а во втором случае 

𝑛2 − 1 = (3𝑘 + 1)(3𝑘 + 3) = 3𝑝,    𝑝 ∈ 𝑁 , т.е. в обоих случаях 𝑛2 − 1 де-

лится на 3.  

12.  Найти все целые n, при которых дробь 𝑎 =
𝑛4−𝑛3+2𝑛2

𝑛2+1
  будет целым 

числом.  

Решение: Выделим целую часть дроби. 

𝑎 =
𝑛4−𝑛3+2𝑛2

𝑛2+1
=

(𝑛4+𝑛2)−(𝑛3+𝑛)+(𝑛2+1)+(𝑛−1)

𝑛2+1
= 𝑛2 − 𝑛 + 1 +

𝑛−1

𝑛2+1
. Так как 

𝑛2 − 𝑛 + 1 - целое число, то а является целым числом тогда и только то-

гда, когда 
𝑛−1

𝑛2+1
 - целое число. Этому условию удовлетворяют только целые 

числа: -1; 0; 1. 

Ответ: {-1; 0; 1} 

13.  Доказать, что 𝑛5 − 𝑛 делится на 5 при  ∀𝑛 ∈ 𝑁. 

Решение: Докажем от противного. Пусть 𝑎 = 𝑛5 − 𝑛 не делится на 5. То-

гда 1) 𝑛 = 5𝑝 + 1;     2) 𝑛 = 5𝑝 + 2;    3) 𝑛 = 5𝑝 + 3;     4) 𝑛 = 5𝑝 + 4.  

В случае 1) 𝑎 = (𝑛 − 1)𝑛(𝑛 + 1)(𝑛2 + 1) = 5𝑝𝑞, что противоречит пред-

положению.  

В случае 2)  𝑎 = (5𝑝 + 1)(5𝑝 + 2)(5𝑝 + 3)(25𝑝2 + 20𝑝 + 4 + 1) = 5𝑡. 

Снова получаем противоречие. Аналогично рассматриваются случаи 3) и 

4).  

14.  Доказать, что а) число 612 − 1 делится на 37;   б) 1012 + 263 делится 

на  11. 

Решение: 1) 612 − 1 = (64)3 − 1 = (64 − 1)(68 + 64 + 1) = (62 + 1)(62 −

 −1)𝑝 = 37𝑞,   𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁. 

Следовательно, число 612 − 1 делится на 37. 

2) 1012 + 263 = 1012 − 1+264. Число 1012 − 1 составлено из одних девя-

ток, причем в его записи содержится четное число девяток (а именно, 
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12) . Поэтому это число делится на 11. Второе слагаемое 264 также де-

лится на 11, поэтому само число 1012 + 263 делится на 11. 

          Некоторые задачи на делимость легко решаются с помощью теории 

сравнений.  

 Пусть даны целые числа a и b  и 𝑚 ∈ 𝑁. Запись 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) означает, 

что 𝑎 − 𝑏  делится на 𝑚!  В частности, 𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑚)  <=> 𝑎 делится на 𝑚 ;  

10 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑11) <=> 10 − (−1)  делится на 11; 7 ≡ −2 (𝑚𝑜𝑑3) <=> 7 −

(−2) делится на 3; 7 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 3) <=> 7 − 4 делится на 3 и т.д. 

 Основными свойствами сравнений являются: 

1. Если 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) и  𝑏 ≡ 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), то 𝑎 ≡ 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑚). 

2. Сравнения по одному модулю можно складывать, вычитать и пере-

множать, как верные числовые равенства, т.е. если 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)  и           

𝑐 ≡ 𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) , то 𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑚), 𝑎 − 𝑐 ≡ 𝑏 − 𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), 𝑎𝑐 ≡

       ≡ 𝑏𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝑚).  

3. Если 𝑘 и 𝑚 ≠ 1 – взаимно простые числа (т.е. не имеют общих делите-

лей), то 𝑎𝑘 ≡ 𝑏𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) <=> 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚). 

Перейдем к решению примеров. 

15.  Доказать, что число: 

1) 𝑎 = 9140 − 5535 делится на 18. 

2) 𝑎 = (75 ∙ 39)10 + (94 ∙ 58)15 делится на 19. 

3) 𝑎 = 415 + 233 делится на 3. 

Решение:  

1) Заметим, что 91 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 18),   55 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 18) . Поэтому по свой-

ствам степеней 𝑎 = 9110 − 5535 ≡ 91 − 55 (𝑚𝑜𝑑 18) = 1 −

1 (𝑚𝑜𝑑 18) = 0 (𝑚𝑜𝑑 18), т. е. число a делится на 18. 

2) Т.к. 75 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 19),   39 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 19),   94 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 19),   58 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 19) , то по основным свойствам степеней 𝑎 = (75 ∙ 39)10 +

(94 ∙ 58)15 ≡ [(−1) ∙ (1)]10 + [(−1) ∙ (1)]5 (𝑚𝑜𝑑 19) = 0 (𝑚𝑜𝑑 19), т.е. 

a делится на 19.  



21 
 

3) Т.к. 24 = 1 (𝑚𝑜𝑑 3),   233 = −1 (𝑚𝑜𝑑 3) , то 𝑎 = 230 + 233 = (24)7 ∙

4 + 233 ≡ 4 − 1 (𝑚𝑜𝑑 3) = 3 (𝑚𝑜𝑑 3) = 0 (𝑚𝑜𝑑 3), т.е. a делится на 3. 

16.  Найти остаток от деления числа: 

1) 2526 + 2926  на 3, 

2) 2367 + 47  на 17. 

Решение: 25 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 29 = −1 (𝑚𝑜𝑑 3), тогда 2526 + 2926 ≡ (1)26 +

(−1)26  𝑚𝑜𝑑 3 = 2 (𝑚𝑜𝑑 3). 

Следовательно, искомый остаток равен 2.  

Ответ: 2. 

     2) 24 = 16 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 17), 43 ≡ 9 (𝑚𝑜𝑑 17) . Тогда 2367 = (24)91 ∙ 23 +

43 ≡ 8(−1)91 + 9 (𝑚𝑜𝑑 17) = 1 (𝑚𝑜𝑑 17). 

Ответ: 1. 

17.  Доказать, что число  

1) 𝑎 = 28 ∙ 2015 − 10 ∙ 1813 делится на 19, 

2) 𝑎 = 10020 − 50 ∙ 165 делится на 49, 

3) 𝑎 = 71325 + 41135 делится на 7. 

Решение:  

1) 20 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 19);   18 = −1 (𝑚𝑜𝑑 19) . Тогда 𝑎 ≡ 28 ∙ (1)15 − 10 ∙

(−1)13 ∙ (𝑚𝑜𝑑 19) = 38(𝑚𝑜𝑑 19) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 19), ч.т.д. 

2) 𝑎 = 220 ∙ 5020 − 50 ∙ 220 = 220(5020 − 50) ≡

[по свойству 3 сравнений] ≡ 5020 − 50 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 49) − 1(𝑚𝑜𝑑 49) =

 = 0 (𝑚𝑜𝑑 49), ч.т.д. 

3) 71 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 7), 41 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 7) . Поэтому 𝑎 ≡ (+1)325 +

(−1)135 (𝑚𝑜𝑑 7) = 0 (𝑚𝑜𝑑 7), ч.т.д. 

18.  Найти остаток от деления числа 𝑎 = 12316 на 19. 

Решение: 

12 ≡ −7 (𝑚𝑜𝑑 19) . Тогда 12316 ≡ (74)79 (𝑚𝑜𝑑 19) ≡ 74(𝑚𝑜𝑑 19) =

2401 (𝑚𝑜𝑑 19). Здесь мы воспользовались тем, что последние цифры числа 

7𝑘, 𝑘 ∈ 𝑁 (как и чисел 2𝑘 и 3𝑘 ) повторяются через 4. Это означает, что если 
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𝑘 = 4𝑝 + 𝑟,   𝑝 ∈ 𝑁, 𝑟 – остаток от деления k на 4, то последние цифры числа 

7𝑘 такие же, как у числа 7𝑟  (𝑟 = 1, 2,3). Если же r=0 (как в нашем случае), то 

последние цифры числа 7𝑘, такие же, как у числа 74 = 2401. 

Ответ: 7. 

 

Задания для самостоятельного решения. 

1) Доказать, что число 555777 + 777555 делится на 37. 

2) Доказать, что если k произведение четырех последовательных нату-

ральных чисел прибавить единицу, то получится число, равное квадра-

ту некоторого натурального числа. 

3) Доказать, что число: 

а) 1010 + 283 − 2 делится на 9,                                                           

б) 363 + 193 − 16 делится на 17.                                                        

4) Найти последнюю цифру числа 1239 + 1341.                                  (1)         

5) Найти остаток от деления 

а) числа 6429 на 7,                                                                                    (1) 

б) числа 10315 на 17,                                                                                (1) 

в) числа 1010 + 283 − 1 на 3,                                                                   (1) 

г) числа 7 ∙ 103 на 9.                                                                                  (7) 

6) Найти остаток от деления числа 3624 + 2145 + 78 на 10                 (8) 

7) Доказать, что 969 − 325 − 486 делится на 10. 

8) Найти остаток от деления на 11 числа a, если 𝑎 = 22002 + 32002    (2) 

9) Пусть натуральные числа a, b и c не делятся на 3. Докажите, что число 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 делится на 3. 

10) Доказать, что сумма кубов трех последовательных натуральных чисел 

делится на 9. 

11) Найти остаток от деления числа 102 ∙ 545 на 8.                               (4) 

12) Доказать, что число 𝑛3 + 3𝑛2 + 5𝑛 + 3 делится на 3 при  ∀ 𝑛 ∈ 𝑍. 

13) Доказать, что 2𝑛3 − 3𝑛2 + 𝑛 делится на 6 при ∀ 𝑛 ∈ 𝑁   (𝑛 > 1). 
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14) Доказать, что число: 

1) 248 − 1 делится на 65, 

2) 317 − 3 делится на 240, 

3) 1024 − 298 делится на 99. 

     15) Доказать, что число:  

1) 8420 + 10119  делится на 17, 

2) 10327 + 56 делится на 11. 

      16) найти остаток от деления числа 

1) 2367 + 43 на 17,                                                                                     (1) 

2) 21995 + 5 ∙ 103 на 3,                                                                               (1) 

3) 276 + 3 ∙ 1013 на 9                                                                                 (1) 

       17) Доказать, что число: 

1) 33 ∙ 238 + 58 ∙ 214 делится на 13, 

2) 12524 − 1825 делится на 600, 

3) 42365 + 53241 делится на 5. 

18) Найти все целые числа n, такие, что 𝑎 =
𝑛4+3𝑛2+7

𝑛2+1
 являются целыми.                                                                                                                                                                                                      

  

                                                                                                         ({−2; 0; 2}) 

    19) Доказать, что при любых натуральных m и n число 𝑎 = (5𝑚 + 7𝑛 +

 +3)6(3𝑚 + 9𝑛 + 2)5 делится на 32. 

    20) Найти остаток от деления числа 𝑎 = 15254 на 17.                        (4) 
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